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第11章 量子力学

ここではいくつかの具体的なモデルにおいて、シュレーディンガー方程式を解
き、固有関数とエネルギー固有値を求めます。3次元空間で特に外部ポテンシャル
が球対称な場合は、角運動量が保存量となり、ハミルトニアンと可換になります。
そこでエネルギーと角運動量の同時固有関数を構成することになります。多くの
量子力学の教科書では直交多項式に関する知識を仮定しますが、ここではその知
識を仮定しません。c = ~ = 4πk0 = 1 とする自然単位系を用います。

11.1 井戸型ポテンシャル

1次元空間におけるシュレーディンガー方程式は、
(
− 1

2m

d2

dx2 + U(x)

)
φ(x) = Eφ(x)

です。m は粒子の質量、U(x) は外部ポテンシャルです。いま、長さ L の領域に
束縛されている粒子を考え、外部ポテンシャルを、

U(x) =

{
0 (0 < x < L)

V (x < 0, L < x)

とします。ただし V > 0. これを井戸型ポテンシャルといいます (図 11.1)。

図 11.1: 井戸型ポテンシャル
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シュレーディンガー方程式を変形すると、

φ′′(x) = 2m
(
U(x)− E

)
φ(x).

ダッシュはx微分を意味します。外部ポテンシャル U(x) は x = 0, L において不
連続になっているので、φ′′(x) はこれらの点で連続とはいえないことに注意。一
方、上式を −ε < x < +ε において積分して、lim

ε→0
[φ′(x)]+ε

−ε = 0 を得るので、φ′(x)

は x = 0 において連続です。同様に x = L においても連続です。

V >E を仮定すると、それぞれの領域の一般解は、規格化可能性 lim
x→±∞

φ(x) = 0

に注意して、

φ(x) =





Ae
√

2m(V−E)x (x < 0)

B sin
(√

2mE x
)

+ C cos
(√

2mE x
)

(0 < x < L)

D e−
√

2m(V−E) (x−L) (L < x).

ここで A, B, C, D は任意の複素数です。x = 0 における φ(x) と φ′(x) の連続性
から、

A = C =

√
E

V −E
B.

x = L における φ(x) と φ′(x) の連続性から、

D = B sin
(√

2mE L
)

+ C cos
(√

2mE L
)

= −
√

E

V −E

(
B cos

(√
2mE L

)
− C sin

(√
2mE L

))

を得るでしょう。

簡単のため井戸は十分に深いものとし、V →∞ の極限を考えると、
A = C = D = sin

(√
2mE L

)
= 0.

よって
√

2mE L = nπ (nは整数) で、さらに規格化条件 :

∫
dx |φ(x)|2 = 1 に注

意して、固有関数は、

φ(x) = φn(x) =





√
2

L
sin

nπx

L
(0 < x < L)

0 (x < L, L < x).

ここで n = 1, 2, · · · です。なぜなら n = 0 の関数は規格化不可能で、また、n =

−1,−2, · · · の関数は n = 1, 2, · · · のそれと、それぞれ独立でないからです。
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エネルギーの固有値は、

E = En =
n2π2

2mL2 (n = 1, 2, · · · )
となります。エネルギーの取り得る値が離散的 (とびとび)であることがわかりま
すが、これは束縛されている粒子について一般的な事柄です。エネルギーが最小
となる固有状態 (n = 1)を系の基底状態といい、それ以外の状態 (n = 2, 3, · · · )を
励起状態といいます。

固有関数 φ(x)の大きさ自乗のグラフは図11.2のようになりますが、このように
存在確率密度が波打つのも束縛された粒子について一般的な事柄です。波の数は
エネルギーが高いほど多くなります。

図 11.2: 井戸型ポテンシャルの固有関数

11.2 運動量の確率密度

ここで、1次元の無限井戸に閉じ込められた質量 m の粒子が持つ運動量につ
いて考えてみましょう。例えば古典論においては、粒子の運動は左右の壁で跳ね
返り往復するバウンス運動となり、粒子のエネルギーを E とすれば、運動量は
p = ±√2mE です。では量子論ではどうなるでしょうか？

上の結果から、座標の固有値 x の固有ベクトルを |x>, エネルギーの固有値 En

の固有ベクトルを |n> として、

<x|n> = φn(x) =





√
2

L
sin

nπx

L
(0 < x < L)

0 (x < L, L < x)
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です。一方、運動量の固有値 k の固有ベクトルを |k> とすると、

<x|k> =
1√
2π

eikx

ですから、|x> の完全性 :

∫
dx |x><x| = 1 に注意して、

<k |n> =

∫
dx <k |x><x|n> =

∫ L

0
dx

(
eikx

√
2π

)∗√
2

L
sin

nπx

L.

これを計算して、

<k |n> =

√
πL n

(
1− einπ−ikL

)

(nπ)2 − (kL)2

∴ |<k |n> |2 =
4πLn2

(
(nπ)2−(kL)2)2 sin2 nπ−kL

2

を得ます。これは状態 |n> において運動量が k に観測される確率密度を意味し
ています。n = 1 と n = 4 の場合のグラフを図 11.3に示します。

図 11.3: 運動量の確率密度

基底状態 (n = 1)においては、運動量の確率密度は k = 0 を中心としたほぼ単
一の釣鐘状ですが、励起状態 (n > 1)においては確率密度の特に濃い部分が左右
にそれぞれ生じることがわかります。これは古典論のバウンス運動が反映された
効果と考えられます。
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11.3 調和振動子系

次にやはり 1次元空間において、外部ポテンシャルが、

U(x) =
mω2

2
x2

という xの2次関数で与えられる場合を考えてみましょう。これを調和振動子系と
いいます。ω は調和振動子の角振動数と呼ばれ、正の定数です。このときシュレー
ディンガー方程式は、

(
− 1

2m

d2

dx2 +
mω2

2
x2

)
φ = Eφ ∴ d2φ

dx2 −m2ω2x2φ + 2mEφ = 0

です。これを解いてみましょう。

まず空間の遠方 x → ±∞ において考えます。このとき 2mEφ の項が無視でき
るはずで、d2φ/dx2 = m2ω2x2φ. さらに規格化可能性から lim

x→±∞
φ(x) = 0 なので、

遠方における固有関数の振る舞いは、φ ∼ e−mωx2/2 と予想されます。そこで、

φ = f(ξ) e−ξ2/2, ξ =
√

mω x

とおきます。そうすると、

d2φ

dx2 = mω
d2

dξ2 f(ξ) e−ξ2/2 = mω
d

dξ

(
f ′(ξ) e−ξ2/2 − ξf(ξ) e−ξ2/2

)

= mω
(
f ′′(ξ)− 2ξf ′(ξ)− f(ξ) + ξ2f(ξ)

)
e−ξ2/2

に注意して、シュレーディンガー方程式は、

f ′′(ξ)− 2ξf ′(ξ) +

(
2E

ω
− 1

)
f(ξ) = 0

という微分方程式を与えることがわかります。これを解くために、

f(ξ) =
∞∑

k=0

Ckξ
k = C0 + C1 ξ + C2 ξ2 + · · ·

と多項式展開し、上の微分方程式に代入すると、

Ck+2 =
2k + 1− 2E/ω

(k + 2)(k + 1)
Ck, k = 0, 1, 2, · · ·

という係数数列 Ck に関する漸化式を得るでしょう。

固有関数の規格化可能性から、f(ξ) は項が 1つ以上の有限の多項式であるべき
で、よって Ck は零数列でない有限数列でなければなりません。すなわち数列 Ck
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は、少なくとも一つの項は 0でなく、またある整数 tが存在して k ≥ t ⇒ Ck = 0

です。このことを満たすためには、上の漸化式に注意して、

2E

ω
= 2n + 1, n = 0, 1, 2, · · ·

で、n が偶数のときは C0 = 1, C1 = 0, 奇数のときは C0 = 0, C1 = 1 とすれば良
いことになります。実際このとき、各 nにおける数列 C0, C1, C2, · · · の値を書き
下すと、

n = 0 のとき、1, 0, 0, 0, 0, · · · , n = 1 のとき、0, 1, 0, 0, 0, · · · ,

n = 2 のとき、1, 0, −2, 0, 0, · · · , n = 3 のとき、0, 1, 0, −2/3, 0, · · ·

のようになるので、固有関数 φ = φn は、規格化は別として、

φ0 ∝ e−ξ2/2, φ1 ∝ ξ e−ξ2/2,

φ2 ∝
(
1− 2ξ2) e−ξ2/2, φ3 ∝

(
ξ − 2

3
ξ3

)
e−ξ2/2, · · ·

となります ( ξ =
√

mω x )。

また、各固有状態のエネルギーは、

E = En = ω

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · ·

であり、やはり離散的になることがわかります。

固有関数を規格化する場合は、
∫ ∞

−∞
dx ξ2n e−ξ2

=
2√
mω

∫ ∞

0
dξ ξ2n e−ξ2

=
2√
mω

∫ ∞

0

ds

2
√

s
sn e−s

=
1√
mω

∫ ∞

0
ds sn−1/2 e−s =

1√
mω

Γ

(
n +

1

2

)

およびガンマ関数の性質 :

Γ(n + 1) = nΓ(n), Γ

(
1

2

)
=
√

π

に注意して、

φ0 =
(mω

π

)1/4
e−ξ2/2, φ1 =

(mω

π

)1/4√
2 ξ e−ξ2/2,

φ2 =
(mω

π

)1/4 1√
2

(1− 2ξ2) e−ξ2/2, φ3 =
(mω

π

)1/4 1√
3

(3ξ − 2ξ3) e−ξ2/2, · · ·
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図 11.4: 調和振動子系の固有関数

となることがわかるでしょう (図 11.4)。

(余談) もし古典論なら、粒子がポテンシャルの最下点 x = 0 に静止した状態が最もエネルギー
が低く、基底状態のエネルギーは 0 と考えられます。しかし量子論では、不確定性原理からもわ
かるように、そのような状態は許されず、基底状態は空間的にも運動量的にもゆらぐことになり
ます。このゆらぎを古典的な振動になぞらえて零点振動といいます。また、基底状態のエネルギー
E0 = ω/2 を零点エネルギーといいます。

11.4 調和振動子代数

次に調和振動子系を、正準量子論に立ち返って、代数的に解く方法を紹介しま
す。これは特に場の量子論において重要となる方法で、よく理解しておく必要が
あります。

調和振動子系の古典的なラグランジアンは、座標変数を q として、

L =
m

2
q̇2 − U(q) =

m

2
q̇2 − mω2

2
q2

です。このときラグランジュ方程式 :

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0

は、

q̈ = −ω2q
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を与えるので、一般解は、q の実性に注意して、

q =
1√

2mω
(ae−iωt + a∗eiωt)

となります。1/
√

2mω は後の便宜上つけた因子です。∗ は複素共役を意味します。
古典論なら a は任意の複素数で、この解は角振動数 ω の単振動を意味します。量
子論では a は演算子 (代数)とみなされ、a∗ は a のエルミート共役と解されます。

正準共役変数は、

p =
∂L

∂q̇
= mq̇ = −i

√
mω

2
(ae−iωt − a∗eiωt)

となるので、正準交換関係 : [q, p] = i は、

[a, a∗] = 1

を与えます。これを調和振動子代数といいます。いま、

N = a∗a

で個数演算子を定義すると、これはエルミート演算子なので、固有方程式、

N |n> = n|n>

において、固有値 n は実数です。このとき、

[N, a] = −a, [N, a∗] = a∗

を簡単に示せますから、

Na|n> = (aN − a)|n> = (n− 1)a|n>,

Na∗|n> = (a∗N + a∗)|n> = (n + 1)a∗|n> .

すなわち、a|n> の N の固有値は n− 1, a∗|n> の N の固有値は n + 1 で、a は
N の固有値を 1下げ、a∗ はN の固有値を 1上げる演算子であることがわかりま
す。このため a, a∗ は昇降演算子と呼ばれることもあります。そこで、

a|n> = C(n)|n− 1>, a∗|n> = D(n)|n + 1>

とおきます。全ての |n> が規格化されているとすると、

<n|a∗a|n> = |C(n)|2 <n− 1|n− 1> ∴ n = |C(n)|2

ですから、位相因子の不定性を除き C(n) =
√

n と求まり、n ≥ 0 がわかります。
以下、等号は位相 (大きさ1の複素数)の不定性を持つことに注意してください。さ
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らに n は整数です。さもなくば |n> に a を何回か作用させたときに n < 0 のベ
クトルを生じ矛盾するからです。逆に n が 0 以上の整数なら、このような操作の
途中で零ベクトルを生じ、矛盾を生じません。

同様に D(n) =
√

n + 1 がわかり、

a|n> =
√

n |n− 1>, a∗|n> =
√

n + 1 |n + 1> .

これを用いて、

|n> =
1√
n

a∗|n− 1> =
1√

n(n− 1)
(a∗)2|n− 2> = · · · = 1√

n!
(a∗)n|0>

を得ます。N の固有ベクトル |n> (n = 0, 1, 2, · · · ) は、このように |0> から構
成されるわけです。

ハミルトニアンは、

H =
1

2m
p2 +

mω2

2
q2 =

ω

2
(aa∗ + a∗a) = ω

(
N +

1

2

)

と計算されるので、エネルギー固有値は、

En = ω

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · · .

これはシュレーディンガー方程式による解析的計算の結果と一致しています。

(余談) 等号には位相の不定性があったわけですが、|n>=
1√
n!

(a∗)n|0> を不定性なく書くと、

|n>=
eiαn

√
n!

(a∗)n|0> .

一方、固有ベクトルの運動方程式から、

|ṅ>= iH|n>= i

(
n +

1

2

)
ω|n> .

これらの両立から αn = nωt + βn (βn は定数)が得られます。固有ベクトルの時間依存性が位相に
隠れていることに注意してください。

11.5 調和振動子系の固有関数の一般形

調和振動子系の規格化された固有ベクトル |n> が構成できたので、ここから規
格化された固有関数を次のように求めることができます。

基底状態 |0> は、
a|0>= 0
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で特徴づけられますが、q, p の式を a について解くと、

a =
1√
2

(√
mω q +

ip√
mω

)
eiωt

となるので、
(mωq + ip)|0> = 0.

よって固有関数 φn(x) = <x|n> に対し、
(

mωx +
d

dx

)
φ0(x) = 0.

これは変数分離形ですから簡単に解けて、

φ0(x) =
(mω

π

)1/4
e−mωx2/2

となります。積分定数は規格化条件から定めました。

励起状態を含めた一般の固有ベクトルは、

|n> =
1√
n!

(a∗)n|0> =
1√
n!2n

(√
mω q − ip√

mω

)n

|0>

と書けますから、その固有関数は、

φn(x) =
(mω

π

)1/4 1√
n!2n

(
ξ − d

dξ

)n

e−ξ2/2
∣∣∣
ξ=
√

mω x

となります。これは解析的方法による結果と、符号 (位相)の違いを除き、一致し
ています。

(余談) (ξ−d/dξ)n e−ξ2/2 = Hn(ξ) e−ξ2/2 で Hn(ξ) を定義すると、調和振動子系の固有関数は、

φn(x) =
(mω

π

)1/4 1√
n!2n

Hn(ξ) e−ξ2/2
∣∣∣

ξ=
√

mω x

と書けますが、 (
ξ − d

dξ

)
e−ξ2/2f(ξ) = e−ξ2/2

(
2ξ − d

dξ

)
f(ξ)

に注意すると、Hn(ξ) は、

Hn(ξ) =

(
2ξ − d

dξ

)n

1 (n = 0, 1, 2, · · · )

と表すことができます。Hn(ξ) はエルミート多項式と呼ばれます。具体的な形は、

H0(ξ) = 1, H1(ξ) = 2ξ, H2(ξ) = 4ξ2 − 2, H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ, · · ·

となることがわかるでしょう。
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11.6 波動関数の時間発展

調和振動子系の基底状態の波動関数は、時間変数を t として、

ψ(x, t) = φ0(x) e−iE0t =
(mω

π

)1/4
exp

(
−mωx2

2
− iωt

2

)
.

いま、時刻 t = 0 に外部ポテンシャルが突然消え、粒子が自由になった場合を考
えてみましょう。このとき波動関数はどのように時間発展するでしょうか？

t > 0 において、時間を含むシュレーディンガー方程式が、

ψ̇(x, t) = −iHψ(x, t), H = − 1

2m

∂2

∂x2

であることに注意すると、解は、

ψ(x, t) = e−iHt ψ(x, 0) =
(mω

π

)1/4
exp

(
iωt

2

∂2

∂ξ2

)
exp

(
− ξ2

2

)∣∣∣∣
ξ=
√

mω x

と書けます。exp(−ξ2/2) をフーリエ展開すると、

exp

(
− ξ2

2

)
=

∫
dk√
2π

exp

(
− k2

2
+ ikξ

)

となるので、

exp

(
iωt

2

∂2

∂ξ2

)
exp

(
− ξ2

2

)
= exp

(
iωt

2

∂2

∂ξ2

) ∫
dk√
2π

exp

(
− k2

2
+ ikξ

)

=

∫
dk√
2π

exp

(
− iωtk2

2
− k2

2
+ ikξ

)

=

∫
dk√
2π

exp

(
− 1+iωt

2

(
k − iξ

1+iωt

)2

− ξ2

2(1+iωt)

)

=
1√

1+iωt
exp

(
− ξ2

2(1+iωt)

)
.

ここで
√

1+iωt は、(1+iωt)1/2 のうち、特に第 1象限の解を意味しています (∗)。
すなわち、 √

1+iωt = (1+ω2t2)1/4 exp

(
i arctan(ωt)

2

)
.

結果、

ψ(x, t) =
(mω

π

)1/4 1√
1+iωt

exp

(
− mωx2

2(1+iωt)

)

∴ |ψ(x, t)|2 =

√
mω

π(1+ω2t2)
exp

(
− mωx2

1+ω2t2

)
(t > 0)
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です。時間経過にともなって波動関数はどんどん潰れ、平らになっていくことが
わかります。粒子が自由になったため、波動関数は遠方に広がっていくというわ
けです。ちなみに波動関数の時間発展がこのように簡単に求められるのはガウス
分布の特殊性です。

(*注) Re a > 0 のとき、積分、

I =

∫ ∞

−∞
dz e−az2

は、a1/2 の特に第 1象限もしくは第 4象限にあるものを
√

aとして、z = w/
√

aで変数変換すれば、

I =
1√
a

lim
R→∞

∫ R
√

a

−R
√

a

dw e−w2

となります。被積分関数が複素平面全体で正則なので積分経路はその端点だけで指定しています
が、図 11.5のように積分経路をとってやると、Re

√
a > 0, Re a > 0 から−π/4 < arg

√
a < π/4

なので、弧の部分の積分は R →∞ で消えることがわかり、

I =
1√
a

∫ ∞

−∞
dw e−w2

=

√
π√
a

を得ます。

図 11.5: 積分経路

11.7 角運動量代数

次に 3次元空間にある質量 m の粒子の系を考えましょう。粒子のデカルト座標
を qi (i = 1, 2, 3) として、ラグランジアンは、

L =
m

2
q̇iq̇i − U(q).

もし外部ポテンシャル U(q) が |q|2 = qiqi にしか依存しない場合、すなわちポテ
ンシャルが球対称のとき、ラグランジアンは空間の回転、

δqi = εijkθjqk ( θjは無限小パラメータ)
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に関して不変となります。よってネーターの定理から、

Jj =
∂L

∂q̇i
εijkqk = εjkiqkpi = (q×p)j

が保存し、これは角運動量と呼ばれます。角運動量は量子論においてはエルミー
ト演算子になります。また、

[Ji, Jj] = iεijkJk

という交換関係が確かめられ、この交換関係を持つ代数を一般に角運動量代数と
いいます。

[証明] 量子論におけるエルミート共役を ∗ で表すと、正準量子化の定義から、
q∗i = qi, p∗i = pi. また、正準交換関係 : [qi, pj] = iδij に注意して、

J∗i = εijk(qjpk)
∗ = εijkp

∗
kq
∗
j = εijkpkqj

= εijk(qjpk − iδij) = εijkqjpk = Ji.

よって角運動量はエルミート演算子です。また、角運動量の定義から、

[Ji, Jj] = εiklεjmn[qkpl, qmpn]

ですが、交換子のライプニッツ則 : [a, bc] = [a, b]c + b[a, c], および正準交換関係
を用いて、

[qkpl, qmpn] = [qkpl, qm]pn + qm[qkpl, pn]

= qk[pl, qm]pn + qm[qk, pn]pl = −iδlmqkpn + iδknqmpl

なので、レビ・チビタの性質 : εijkεilm = δjlδkm−δjmδkl に注意して、

[Ji, Jj] = −iεiklεjlnqkpn + iεiklεjmkqmpl

= −i(δinδkj−δijδkn)qkpn + i(δljδim−δlmδij)qmpl

= i(qipj − qjpi).

一方、εijkJk = εijkεklmqlpm = (δilδjm−δimδjl)qlpm = qipj − qjpi ですから、与題が
得られます。[証明終]

角運動量の各成分 Ji が互いに可換でないことは、それらの同時固有ベクトルが
存在しないということです。どれか 1つの成分の固有ベクトルを作ることが精一
杯なわけです。そこでいま、角運動量の大きさ自乗、|J |2 = JiJi を考えると、こ
れは各成分と交換することが簡単に確かめられます :

[|J |2, Ji] = 0.
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よって例えば、|J |2 と J3 は交換するので、これらの同時固有ベクトルを考え、

|J |2|l,m> = l(l + 1)|l, m>, J3|l, m> = m|l, m>

とおきます。|J |2 と J3 はエルミート演算子ですから、l, m は実数です。左式の両
辺に |l,m> を内積すると、

∑
i

| Ji|l, m> |2 = l(l + 1) ∴ l(l + 1) ≥ 0

ですから、一般性を失うことなく l ≥ 0 を仮定できます。l は角運動量の方位量子
数、m は磁気量子数と呼ばれます。

一方、
J± = J1 ± iJ2

で 2つの代数 J+, J− を定義すると、

[J3, J±] = ±J±

がわかるので、J± は J3 の固有値を ±1 だけ変えます。すなわち、

J±|l,m> = A±(l,m)|l, m± 1> .

ここで A±(l, m) は複素数。この式の自己内積を作り、

J∗± = J∓, J∓J± = |J |2 − J2
3 ∓ J3

という関係式に注意すると、

(l ∓m)(l ±m + 1) = |A±(l, m)|2

を得るでしょう。左辺が複号の両方において0以上であることから −l ≤ m ≤ l が
必要であるとわかり、このとき、

J±|l, m> =
√

(l ∓m)(l ±m + 1) |l, m± 1> .

特に J+, J− を作用して零ベクトルとなるのは、J+|l, l> = 0, J−|l,−l> = 0 であ
り、またこのときに限られます。このことから、

m = −l,−l + 1, · · · , l ((2l + 1)通り)

が必要とわかり、よって 2l は整数、つまり、lは 0以上の整数または半整数 とい
うことになります。
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11.8 角運動量の極座標表示

ここで数学的準備として、角運動量の極座標表示を作っておきます。3次元デカ
ルト座標 (x, y, z) を、

x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sin φ, z = r cos θ

(r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π)

と表したとき、(r, θ, φ) を 3次元極座標といいます。逆に解けば、

r =
√

x2 + y2 + z2, θ = arctan

√
x2 + y2

z,
φ = arctan

y

x.

また、
d

ds
arctan s =

1

1 + s2 に注意して、

∂

∂x
=

∂r

∂x

∂

∂r
+

∂θ

∂x

∂

∂θ
+

∂φ

∂x

∂

∂φ

= sin θ cos φ
∂

∂r
+

cos θ cos φ

r

∂

∂θ
− sin φ

r sin θ

∂

∂φ.

同様に、

∂

∂y
= sin θ sin φ

∂

∂r
+

cos θ sin φ

r

∂

∂θ
+

cos φ

r sin θ

∂

∂φ,

∂

∂z
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

と計算されるので、角運動量の座標表示は、

J1 = −i

(
y

∂

∂z
− z

∂

∂y

)
= i

(
sin φ

∂

∂θ
+

cos φ

tan θ

∂

∂φ

)
,

J2 = −i

(
z

∂

∂x
− x

∂

∂z

)
= i

(
− cos φ

∂

∂θ
+

sin φ

tan θ

∂

∂φ

)
,

J3 = −i

(
x

∂

∂y
− y

∂

∂x

)
= −i

∂

∂φ.

また、

J± = J1 ± iJ2 = e±iφ

(
± ∂

∂θ
+

i

tan θ

∂

∂φ

)
,

|J |2 = J−J+ + J2
3 + J3 = −Λ, Λ =

∂2

∂θ2 +
1

tan θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

とそれぞれ極座標で表されることがわかります。
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一方、ラプラシアンの極座標表示は、上から真面目に計算しても良いですが、
リーマン幾何学を用いると、一般座標において、

4 = gij∇i∂j = gij∂i∂j − Γij
j∂i

です。3次元極座標 xi = (r, θ, φ)i においては、

g11 = 1, g22 = r2, g33 = r2 sin2 θ. (他の成分は 0)

g11 = 1, g22 =
1

r2,
g33 =

1

r2 sin2 θ
(他の成分は 0)

であり、ここから、

Γ1j
j = − 2

r,
Γ2j

j = − 1

r2 tan θ,
Γ3j

j = 0

がわかるので、

4 =
∂2

∂r2 +
2

r

∂

∂r
+

1

r2 Λ

と Λ を用いて整理されます。

11.9 角運動量の固有関数

|J |2, J3 に関する固有方程式は、座標表示において、

−ΛΦ = l(l + 1)Φ, −i
∂Φ

∂φ
= mΦ.

ここで Φ は固有関数です。右式は簡単に解けて、

Φ = C(r, θ) eimφ.

境界条件 Φ|φ=0 = Φ|φ=2π より、m は整数でなくてはいけません (半整数は許され
ない)。そうすると、各 l に対して m 6= 0 の固有関数はm = 0 のそれから J± に
より構成できるので、とりあえず m = 0 の場合だけを考えれば十分です。このと
き ∂Φ/∂φ = 0 であり、−ΛΦ = l(l + 1)Φ は、

(
∂2

∂θ2 +
1

tan θ

∂

∂θ
+ l(l + 1)

)
Φ = 0

となるでしょう。変数変換、

Φ = R(r)P (ξ), ξ = cos θ

を行えば、
(1− ξ2)P ′′(ξ)− 2ξP ′(ξ) + l(l + 1)P (ξ) = 0
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という微分方程式になりますが、

P (ξ) =
∞∑

n=0

Cnξ
n

と多項式展開して代入すれば、

Cn+2 =
n(n + 1)− l(l + 1)

(n + 1)(n + 2)
Cn

という漸化式を得ます。

l が 0以上の整数であることに注意すると、C0 または C1 のどちらか一方を 0に
選ぶことにより、Cn を零数列でない有限数列にすることが可能です。特に、

∫ 1

−1
dξ P (ξ)2 =

1

2π

で規格化された P (ξ) を Pl(ξ) と書けば、

P0(ξ) =
1√
4π

, P1(ξ) =

√
3

4π
ξ, P2(ξ) =

√
5

16π
(3ξ2 − 1), · · ·

となります (∗)。このような多項式 Pl(ξ) を用いて、m = 0 のときの固有関数は
Φ = R(r)Pl(cos θ) と書けるわけです。そして一般に m 6= 0 のときは、

|l,m± 1> =
1√

(l ∓m)(l ±m + 1)
J±|l,m>

に注意して、

Yl,m±1 =
e±iφ

√
(l ∓m)(l ±m + 1)

(
± ∂

∂θ
+

i

tan θ

∂

∂φ

)
Ylm, Yl0 = Pl(cos θ)

で構成される球面調和関数 Ylm を用いて、

Φ = R(r)Ylm(θ, φ)

と表せることになります。動径方向の関数 R(r)は決定できません。これを決定す
るには、角運動量と交換する別の物理量 (例えばエネルギー)を考える必要があり
ます。

Pl(ξ) の規格化により、球面調和関数は、
∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ sin θ |Ylm(θ, φ)|2 = 1
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という規格化条件を満たします。具体的な形は次のようになるでしょう :

Y00 =
1√
4π,

Y10 =

√
3

4π
cos θ, Y1,±1 = ∓

√
3

8π
sin θ e±iφ,

Y20 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1), Y2,±1 = ∓

√
15

8π
sin θ cos θ e±iφ,

Y2,±2 =

√
15

32π
sin2 θ e±2iφ, · · · .

(*注) Pl(ξ) はルジャンドル多項式と呼ばれる有名な直交多項式の定数倍です。

11.10 水素原子

ここでは例として水素原子における軌道電子を考え、外部ポテンシャルを、

U = − e2

4πr

とし、角運動量とエネルギーの同時固有関数を構成してみましょう。ここで e は
素電荷です。クーロン定数を 1/(4π) とする単位系を用いていることに注意。

エネルギーの固有方程式、すなわちシュレーディンガー方程式は、ラプラシア
ンの極座標表示に注意して、

(
− 1

2me

(
∂2

∂r2 +
2

r

∂

∂r
+

1

r2 Λ

)
− e2

4πr

)
Φ = EΦ.

me は電子の質量です。角運動量との同時固有関数を考え、

Φ = R(r)Ylm(θ, φ)

とおくと、

R′′ +
2

r
R′ +

(
− l(l + 1)

r2 +
mee

2

2πr
− 2me|E|

)
R = 0

という微分方程式を得ます。ただしここでは束縛状態だけを考え、E < 0 を仮定
しています。

r →∞ で考えると、上式は R′′− 2me|E|R = 0 ですから、遠方における解の振

る舞いは R(r) ∼ exp(−
√

2me|E| r) です。このことを踏まえ、

R(r) = F (ρ) e−ρ, ρ =
√

2me|E| r
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で変数変換すれば、

F ′′ +
(

2

ρ
− 2

)
F ′ +

(
− l(l + 1)

ρ2 +
2(n− 1)

ρ

)
F = 0, n =

e2

4π

√
me

2|E|
を得ます。ここでさらに、

F (ρ) =
∞∑

k=0

Ckρ
k

と多項式展開すれば、漸化式、
(
k(k + 1)− l(l + 1)

)
Ck = 2(k − n) Ck−1

を得るでしょう。

固有関数の規格化可能性から、数列 Ck は有限数列でなければなりません。そ
の下限の k を s とすると、Cs−1 = 0, Cs 6= 0 であり、上の漸化式で k = s と
おけば、s ≥ 0 に注意して、s = l を得ます。一方、上限の k を t とすると、
Ct 6= 0, Ct+1 = 0 であり、上の漸化式において k = t + 1 とおけば t = n− 1 を得
ます。よって、n は l < n を満たす整数です。n を主量子数といいます。

可能な (n, l) の組み合わせは、(1,0), (2,1), (2,0), (3,2), (3,1), (3,0), · · · ですが、
これらの状態 (軌道)を 1s, 2p, 2s, 3d, 3p, 3s, · · · と呼ぶのが慣習です。

l = 0 l = 1 l = 2

n = 1 1s

n = 2 2s 2p

n = 3 3s 3p 3d

各 l に対し m = −l,−l +1, · · · , l でしたから、これらの軌道はそれぞれ (2l +1)

個あることに注意 (∗)。

エネルギーの固有値は、上の n の式から、

E = − mee
4

32π2n2,
n = 1, 2, · · ·

であり、これはボーアの前期量子論による結果と一致しています (量子論の基礎の
章参照)。ボーアの前期量子論は、ある意味まぐれ当りだったわけです。一方、角
運動量の固有値は、すでにわかっているように、|J |2 = l(l + 1), J3 = m です。

また、各 n, l の値に対し、上の漸化式で決定される多項式 F (ρ) で、特に、
∫ ∞

0
dρ ρ2F (ρ)2 e−2ρ =

1

4
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で規格化されたものを Fnl(ρ) と書くと、規格化された固有関数は、

Φ =
2√
n3a3

Fnl

( r

na

)
e−r/(na) Ylm(θ, φ), a =

4π

mee2

と表されます。a はボーア半径に他なりません。Fnl(ρ) の具体的な形は次のよう
になるでしょう :

F10(ρ) = 1, F20(ρ) = 1− ρ, F21(ρ) =

√
3

3
ρ,

F30(ρ) = 1− 2ρ +
2

3
ρ2, F31(ρ) =

2
√

2

3

(
ρ− 1

2
ρ2

)
,

F32(ρ) =

√
10

15
ρ2, · · · .

図 11.6にx-z 平面における |Φ|2 のグラフを示します。関数値 (高さ)のスケール
は見やすいように適当に調整しています。

図 11.6: 水素原子の固有関数
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|Φ|2 が z 軸のまわりで軸対称であることに注意すると、例えば 2p0 は、z軸上
に 2箇所、団子が 2つ並んだ形状で確率密度 (電子雲)が濃い部分があり、2p± は
トーラス (ドーナッツ)状に濃い部分を生じていることが見てとれるでしょう。一
方、1s, 2s は共に球対称な分布になっていますが、2s の方は中心部分のさらに外
側に薄い電子雲があることがわかります。一般にエネルギーや角運動量が大きい
ほど、電子雲の形状は複雑になります。

(*注) スピンを考慮すると電子の内部自由度は 2なので、これらの軌道は実際にはそれぞれ 2つ
の軌道を意味します。すなわち、1s は 2個、2s は 2個、2p は 6個の軌道を意味します。スピンに
ついては場の量子論の章で解説します。

11.11 3次元調和振動子系

もう一つ同様な例として、外部ポテンシャルが、

U =
Mω2

2
r2

で与えられる、質量 M , 角振動数 ω の 3次元調和振動子系を考えてみましょう。
シュレーディンガー方程式は、

(
− 1

2M

(
∂2

∂r2 +
2

r

∂

∂r
+

1

r2 Λ

)
+

Mω2

2
r2

)
Φ = EΦ.

角運動量との同時固有関数を考え、Φ = R(r)Ylm(θ, φ) とすると、

R′′ +
2

r
R′ +

(
− l(l + 1)

r2 −M 2ω2r2 + 2ME

)
R = 0.

遠方での解の振る舞いから、

R(r) = F (ρ) e−ρ2/2, ρ =
√

Mω r

と変数変換して、

F ′′ +
(

2

ρ
− 2ρ

)
F ′ +

(
− l(l + 1)

ρ2 +
2E

ω
− 3

)
F = 0.

ここで多項式展開 F (ρ) =
∞∑

k=0

Ckρ
k を行うと、漸化式、

(
(k + 2)(k + 3)− l(l + 1)

)
Ck+2 = 2

(
k − E

ω
+

3

2

)
Ck
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を得るでしょう。数列 Ck の下限を k = s とすると、Cs−2 = 0, Cs 6= 0 から s = l.

上限を k = n とすると、Cn 6= 0, Cn+2 = 0 から、

E =

(
n +

3

2

)
ω.

ここで n は n ≥ l を満たす整数。また、数列 Ck の奇数項または偶数項は恒等的
に 0 で、n − l は偶数である必要があります。よって可能な (n, l) の組み合わせ
は、(0, 0), (1, 1), (2, 2), (2, 0), (3, 3), · · · となります (下表)。

l = 0 l = 1 l = 2

n = 0 0s

n = 1 1p

n = 2 2s 2d

上の漸化式により得られる F (ρ) で、特に、
∫ ∞

0
dρ ρ2F (ρ)2 e−ρ2

=

√
π

4

を満たすものを Fnl(ρ) と書くと、規格化された固有関数は、

Φ = 2

(
M 3ω3

π

)1/4

Fnl

(√
Mω r

)
e−Mωr2/2 Ylm(θ, φ).

Fnl(ρ) の具体的な形は、

F00(ρ) = 1, F11(ρ) =

√
6

3
ρ,

F20(ρ) =

√
6

2

(
1− 2

3
ρ2

)
, F22(ρ) =

2
√

15

15
ρ2, · · ·

となることが確かめられるでしょう。

(余談) 3次元調和振動子系のハミルトニアンは、

H =
3∑

i=1

(
1

2M
p2

i +
Mω2

2
x2

i

)

と表すことができるため、この系は 3つの 1次元調和振動子系の合成であることに注意。例えば基
底状態 0s のエネルギーは E = 3ω/2 ですが、これは 1次元調和振動子系の零点エネルギー ω/2 の
3倍になっています。また、基底状態 0s の固有関数は、Φ = (Mω/π)3/4 e−Mωr2/2 となりますが、
これは各方向の 1次元調和振動子系の基底状態固有関数の積になっていることがわかります。さら
に、第一励起状態 (n = 1)の状態数は 3, 第二励起状態 (n = 2) の状態数は 5 + 1 = 6 ですが、こ
のことも 3つの 1次元調和振動子系の合成であることと整合していることがわかるでしょう。
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11.12 エネルギーの摂動論

摂動論は近似法の 1つです。ある系のエネルギーに関する固有方程式、

H|n> = En|n>

が解けているとします。ここで H は系のハミルトニアンです。いま、H に比較
的小さな項 (摂動) HI が加わったとき、各状態 |n> のエネルギー En がどれだけ
変化するか考えてみましょう。

ある状態 |n> の、摂動 HI によるエネルギー変化量を ∆En, 新しい状態の固有
ベクトルを一般に

∑

i

ani|i> とすると、エネルギー固有方程式は、

(H + HI)
∑

i

ani|i> = (En +4En)
∑

i

ani|i>

∴
∑

i

Eiani|i> +
∑

i

aniHI |i> = (En +4En)
∑

i

ani|i> .

両辺に <j | を施し、規格直交性 : <j |i> = δji を用いて整理すると、
∑

i

<j |HI |i> ani = (En − Ej)anj + ∆Enanj

を得ます。摂動が十分小さいとすると、< j |HI |i > や ∆En の項を無視できるの
で、まずは、(En − Ej)anj = 0 ∴ En 6= Ej ⇒ anj = 0 がいえます。そうすると上
式は、 ∑

i:Ei=En

<j |HI |i> ani = ∆En anj

を与えます。これは行列表記で、

Man = ∆Enan, (M)ji = <j |HI |i>, (an)i = ani

のように表せばわかりやすいですが、エネルギーの縮退したセクターに関する固
有方程式 (永年方程式) になっていて、この固有方程式を解いて混合の係数 ani と
エネルギー補正 ∆En が求まるわけです。

一方、もし状態 |n> が縮退していないなら、Ej = En ⇔ j = n に注意して、

<n|HI |n> = ∆En

を得ます。

(余談) このようなエネルギーに関する摂動論は、時間に依存しない摂動論とも呼ばれます。一
方で、時間経過による状態の遷移を問題とする摂動論は時間に依存する摂動論と呼ばれます。後
者については散乱問題の章で扱います。
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11.13 摂動が加えられた調和振動子系

エネルギーの摂動論の簡単な例として、1次元の調和振動子系に、

HI = λq4

という座標変数の 4次式の摂動が加わった場合を考えてみましょう。λ は定数で、
次元解析から質量次元 5 です。

座標変数 q が調和振動子代数 a を用いて、

q =
1√

2mω

(
ae−iωt + a∗eiωt

)

と書けることを思い出すと、基底状態 |0> のエネルギー補正は、

∆E0 = <0|HI |0> = <0|λq4|0> =
λ

4m2ω2 <0| (ae−iωt + a∗eiωt
)4 |0>

ですが、a|n> =
√

n |n− 1>, a∗|n> =
√

n + 1 |n + 1> に注意して、

∆E0 =
λ

4m2ω2 <0| (aaa∗a∗ + aa∗aa∗) |0> =
3λ

4m2ω2.

念のため、解析的にも計算し、チェックしておきましょう。調和振動子系基底状
態の固有関数が、

φ0(x) =
(mω

π

)1/4
e−mωx2/2

であったことを思い出すと、

∆E0 = <0|λq4|0> =

∫ +∞

−∞
dx λx4 |φ0(x)|2

= λ

√
mω

π

∫ +∞

−∞
dx x4 e−mωx2

=
2λ

m2ω2
√

π

∫ ∞

0
dξ ξ4 e−ξ2

ですが、この式の積分部は、
∫ ∞

0
dξ ξ4e−ξ2

=
1

2

∫ ∞

0
ds s3/2e−s =

1

2
Γ

(
5

2

)
=

3
√

π

8

と評価されるので、上と同じ結果を得ます。

(余談) 一般に状態 |n> のエネルギー補正は、

∆En = <n |λq4|n> =
3λ

4m2ω2

(
2n2 + 2n + 1

)

となります。代数的方法を用いれば、導出はそう難しくないでしょう。
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11.14 電場中の水素原子

もう一つの例として、水素原子の系に弱い電場 E が加わった場合を考えてみま
しょう。電場の方向を z方向とすると、摂動は、

HI = −e|E|z
です。e は素電荷です。

まず基底状態 1s については、縮退がないため、エネルギー補正は |E| の最低次
において、

∆E1s = <1s|HI |1s>=

∫ ∞

0
dr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ r2 sin θ (−e|E|r cos θ) Φ∗

1sΦ1s

と評価されますが、1s の固有関数 :

Φ1s =
1√
πa3

e−r/a ( a =
4π

mee2 はボーア半径)

に θ依存性がないため、これは 0 になります :

∆E1s = 0.

次に第一励起状態 2s, 2p0, 2p± ですが、これらは縮退しているため、行列、

Mji = <j |HI |i>=

∫ ∞

0
dr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ r2 sin θ (−e|E|r cos θ) Φ∗

jΦi

の成分を全て計算してやる必要があります。ここで i = 2s, 2p0, 2p+, 2p− で、j

についても同様です。固有関数が、

Φ2s =
1√

8πa3

(
1− r

2a

)
e−r/2a, Φ2p0 =

1√
32πa5

r e−r/2a cos θ,

Φ2p± = ∓ 1√
64πa5

r e−r/2a sin θ e±iφ

であることに注意すると、Mji の対角成分については、それぞれ θ 積分が 0 に
なることが確かめられるため全て 0 です。また非対角成分で特に 2p± が含まれ
るものは φ 積分が 0 を与えるため 0 です。よって 0 でない可能性のある成分は
M2s,2p0 = M2p0,2s だけですが、これは、

M2s,2p0 = M2p0,2s = 3ea|E| = 12π|E|
mee

と計算されます。そうすると、固有方程式 :
(

0 ε

ε 0

)(
a2s

a2p0

)
= ∆E

(
a2s

a2p0

)
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の解が、

∆E = ±ε. このとき
(

a2s

a2p0

)
=

1√
2

(
1

±1

)
(複号同順)

であることに注意して、

Φ± :=
1√
2
(Φ2s ± Φ2p0) に対して ∆E± = ± 12π|E|

mee
(複号同順)

また、
∆E2p± = 0

です。電場の存在により 4重に縮退していた第一励起状態は 3つに分岐し、2つの
状態 2p± については縮退が解けないことがわかります (図 11.7)。

図 11.7: 2pの分岐

このように、電場を与えることで系のエネルギー準位が分岐する現象は、一般
にシュタルク効果と呼ばれます。

(余談) 摂動論のより本格的な例は場の量子論の章で紹介します。量子力学の計算はそこそこに、
とっとと場の量子論に進んでしまうというのが量子物理学の正しい学び方だと私は思っています。
一方で、場の量子論の学習で挫折してしまう人は実に多いのですが、それは波動力学と正準量子
論を混同していること、また、特に和書においては適切な場の量子論の教科書が少ないことが原
因として考えられます。物性よりの教科書はあまり洗練されておらず、それゆえ明解なものが少な
く、また素粒子論よりの教科書は経路積分法による抽象化が進み、教育的配慮に欠けているもの
が多いのです。連続群について学ぶ機会が少ないというのも原因の１つでしょう。私のノートの量
子論編はこれらの点を留意し、構成してみました。これにより最小限の労力で量子物理学を正し
く理解できるようになるでしょう。
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